O que é erro em Aprendizado de Maquina

Nos textos anteriores, formalizamos aprendizado como um problema de minimizacao de uma
fungao de perda L( ) e discutimos o papel do gradiente na atualiza¢ao dos parametros [1], [2].
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Figure 1: Capa do artigo

Nos textos anteriores, formalizamos aprendizado como um problema de minimizacdo de uma funcdo de perda
L( ) e discutimos o papel do gradiente na atualizagdo dos pardmetros [1], [2].

Agora o foco é outro: compreender o erro como objeto matemaético, geométrico e estatistico.

Erro como objeto estatistico

Considere a perda:

L(fo(2),y)

O objetivo tedrico do treinamento é minimizar o erro esperado na distribuicdo D:

[E(w,y)ND [L(fe(x)’ y)]
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Como D é desconhecida, utilizamos a média empirica:

% ZL(fG(xi),yi>

i=1

A diferenga entre essas duas quantidades define o erro de generalizacao [1].
E nesse ponto que surgem dois regimes cldssicos:

1. Underfitting : O modelo apresenta erro elevado tanto na amostra de treino quanto em dados novos.A
capacidade do modelo é insuficiente para representar a estrutura dos dados.

2. Overfitting: O erro empirico é reduzido na amostra de treino, mas o erro em dados externos permanece
elevado. O modelo ajusta padroes especificos da amostra que ndo se mantém na distribuicdo completa.

Ambos sio fendmenos estatisticos ligados & diferenca entre média empirica e erro esperado.

Erro como superficie geométrica

A funcdo L( ) define uma superficie no espago dos pardmetros. Cada vetor corresponde a um ponto nessa
superficie. Durante o treinamento buscamos pontos criticos onde:

VL(0) =0

Para analisar a natureza desses pontos, introduzimos a matriz Hessiana. A Hessiana H( ) é formada pelas
segundas derivadas:

0L
i3 = g, 00,

Ela descreve a curvatura local da superficie de perda [2]. Se a Hessiana for definida positiva, isto é, se todos os
autovalores forem positivos, o ponto é um minimo local.

Se houver autovalores de sinais distintos, o ponto é classificado como ponto de sela.Em espagos de alta dimensao,
pontos de sela sao estatisticamente mais frequentes que minimos locais.
Convexidade

A complexidade da superficie de erro depende da arquitetura do modelo Essa estrutura geométrica nos leva ao
conceito de convexidade.

Fungbes convexas possuem a propriedade de que qualquer minimo local é também minimo global. Modelos
lineares com fungoes de perda adequadas (como MSE) possuem essa propriedades.

Em termos gerais uma funcdo L( ) é convexa quando, para quaisquer 1 e 2 e para todo em [0,1]:

L(A0; + (1 = A)by) < AL(6,) + (1 — A)L(05)

Se L for duas vezes diferencidvel, convexidade equivale & Hessiana ser semidefinida positiva para todo [2]. Em
problemas convexos, qualquer minimo local coincide com o minimo global.

Redes neurais profundas geram superficies nao convexas devido as composicoes nao lineares entre camadas.
Isso resulta em multiplas regioes de minimos e exige estratégias de otimizacdo como o Gradiente Descendente
Estocéstico (SGD).
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Regularizacao e controle da complexidade

Quando o modelo possui muitos parametros, ele pode ajustar pequenas flutuagdes da amostra Esse ajuste exces-
sivo reduz o erro empirico, mas nao necessariamente reduz o erro esperado.Além da interpretagao estatistica, hé
um efeito geométrico direto.

O controle da complexidade pode ser incorporado diretamente na funcao objetivo. Para controlar esse compor-
tamento, modificamos a funcdo de perda:

Regularizacao modifica a funcao de perda:

Lyo (6) = L(6) + AQ(0)

reg

Onde o termo ( ) mede complexidade do modelo, o pardmetro controla o peso dessa penalizagio.

Na regularizagao L2, adicionamos um termo proporcional ao tamanho dos parametros. Isto é fazemos:

Qo) = o)
Onde:
612 = 6F + 03 + - + 63
Logo:
Lyeg(0) = L(0) + AI0]>

é um numero positivo que controla a intensidade da penalizagao.

Isso significa que parametros com grande magnitude aumentam o valor total da perda. Estatisticamente, reduz
a variancia do modelo.

Esse termo altera a curvatura da superficie e influencia o condicionamento da Hessiana.Sob a perspectiva estatis-
tica, regularizagdo atua como mecanismo de controle de complexidade, reduzindo o risco de overfitting [1].

Sem regulariza¢ao, modelos complexos tendem a reduzir o erro empirico rapidamente.Com regularizacao excessiva,
o modelo pode perder capacidade expressiva e aumentar o erro tanto em treino quanto em teste.

O parametro estabelece um equilibrio entre:
e Ajuste aos dados observados
¢ Controle da complexidade do modelo

Essa escolha influencia diretamente o erro de generalizacao.

Conclusoées

Erro em aprendizado de maquina pode ser analisado em trés niveis integrados:
o Estatistico — diferencga entre erro empirico e erro esperado

o Geométrico — curvatura da superficie definida por L( )

o Estrutural — modificagdo da perda via regularizagao

Essa estrutura conecta calculo diferencial, otimizacao e teoria estatistica
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